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ПОСТРОЕНИЕ МОДЕЛИ ПРОЦЕССА ВНУТРЕННЕГО ШЛИФОВАНИЯ 
 
 
Запропонована розрахункова схема і побудована математична модель динамічних характеристик 
системи внутрішнього шліфування. 
 
A calculation chart is offered and the mathematical model of dynamic descriptions, proper the 
technological system of the internal round polishing is built. 
 
 
В процессе внутреннего шлифования невозможно обеспечить высокие жесткости 
всех элементов технологической системы, например, борштанги. 
Это не позволяет адекватно рассматривать протекание технологического процесса 
как происходящего в жесткой технологической системе резания и требует учета 
характеристик механической части технологической системы обеспечивающей процесс 
и компенсации сопровождающих процесс возмущений. 
Целью настоящей работы является построение математической модели техно-
логического процесса внутреннего шлифования по нежесткой схеме.  
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В силу того, что ТС шлифования в 
основном представляет собой механическую 
систему, основными характеристиками ее 
описания являются силовые. Значения сил 
взаимодействия отдельных элементов системы 
определяются с учетом взаимоположения 
взаимодействующих элементов (характерри-
зуемых их взаимными координатами), 
необходимым количеством их производных, 
свойствами самих взаимодействующих тел 
(массами, упругостями, теплоемкостями и т.д.), а 
также особенностями диссипации подводимой 
энергии [1]. 
При построении расчетных 
зависимостей использованы следующие 
обозначения: )]([2 τψR и )]([1 τϕR  – 
текущие значения радиус–векторов инструмента ( 2R ) и заготовки ( 1R ) в зоне резания, 
зависящие от углов поворотов )(τψ  и )(τϕ , соответственно; 1x  и 2x  – положения 
центров заготовки и инструмента, соответственно, отсчитываемые относительно 
оснований их опор; Z  – расстояние между подвижной опорой борштанги и телом 
станка; ft  – фактическая глубина резания – максимальная глубина взаимо-
проникновения инструмента и заготовки. 
Динамические характеристики ТС: 1m  и 2m  – массы инструмента и заготовки с 
координатами; 1c  и 2c  – эквивалентные жесткости для обрабатываемого изделия и 
борштанги; 1h  и 2h  – линейные коэффициенты демпфирования, характеризующие 
показатели диссипации энергии рассматриваемых элементов; 3с , 3h  – эквивалентная 
жесткость и коэффициент демпфирования зоны резания; 
Текущие значения радиус–векторов инструмента и заготовки целесообразно 

































nom , (2) 
где 01 )( =ττR  и 02 )( =ττR  – средние расчетные значения для одноименных объектов; 
)(1 τr  и )(2 τr  – текущие значения отклонений радиус-векторов от средних значений; 
)(,2 τnomrΔ  и )(1, τnomrΔ  – уменьшающий внешний радиус инструмента его расчетный 
износа и увеличивающий внутренний радиус заготовки съем; )]([2, τψΦΔr и )]([,1 τϕΦΔr  
Рис. 1. Стенд для исследования 
процесса внутреннего шлифования. 
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– отклонения форм инструмента и 
заготовки от значений )(2 τR  и )(1 τR , 
например, за счет эксцентриситета, 
неравномерности припуска и др., 
соответственно. 
В предположении, что вращения 
инструмента и заготовки 
обеспечиваются приводами с жесткими 
скоростными характеристиками, 
обеспечивающими постоянство угловых 
скоростей вращения инструмента 2ω  и 
заготовки 1ω  в процессе обработки, 

















,       (3) 
На основании (3), простран-
ственно-временные представления 
)]([2, τψΦΔr и )]([,1 τϕΦΔr  могут быть 
представлены временными описаниями отклонений текущих значений радиус-векторов 
)(,2 τΦΔr  и )(,1 τΦΔr  элементов ТС. 




ψψττ −=ΦΔ , 00 )( == ττψψ ; 




ϕϕττ −=ΦΔr , 00 )( == ττϕϕ . 
В соответствие с расчетной схемой, положение точки B  в системах координат, 
связанных с заготовкой и инструментом, определится как 
 )()()()( 11,3 ττττ fB tRxx ++=  и )()()( 12, τττ Rxx kB += ,  
что позволяет  определить глубину зоны резания ft  выражением: 
 )]()([)()()( 1212 τττττ RRxxt f −+−= . (4) 
По физическим соображениям существование зоны резания (участка AB 
взаимопроникновения элементов шлифовального круга в заготовку и их силового 
взаимодействия) возможно только при условии, если глубина ft  является 
положительной величиной [3]. 
 
Рис. 2. Расчетная схема процесса круглого 
внутреннего шлифования 
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Применение классических методов теоретической механики при построении 
расчетной схемы моделирования динамики перемещений инструмента и заготовки – 
элементов механического эквивалента ТС – представления односторонней неудер-
живающей связи – и условия протекания технологического процесса внутреннего 












zRRt  (5) 
Первое из уравнений системы (11) может рассматриваться как формальное 
представление описания механической удерживающей (двусторонней) связи, а второе – 
характеризует условие ее существования. 






)()( 0 dttszZ , 0)(0 τττ == zz , (6) 
где 0τ  – момент касания инструментом заготовки. Без потери общности расчетов 
можно положить 00 =τ  (начало отсчета времени для ТП шлифования). 
При этом необходимо учитывать, что при 0ττ =  съем заготовки и износ 
























При построении модели делается допущение о том, что технологический процесс 
шлифования является непрерывным (момент касания 0τ  является единственным). В 
противоположном случае должны наблюдаться «отскоки» инструмента от заготовки, 
дополнительные участки врезания инструмента в заготовку и т.п., что считается 
недопустимым по условиям шлифования и поэтому в рамках работы не 
рассматривается. 
Из (5), на основании отсутствия внедрения элементов инструмента в тело 
заготовки и отсутствия в схеме силовых взаимодействий 
 01020 )()( == −= ττ ττ RRz  (7) 
Без существенной погрешности для расчетов можно пренебречь количеством 
(долей) вещества в зоне резания по отношению к массам заготовки и инструмента. 
Также возможно не учитывать влияние отделяющихся от заготовки и инструмента 
стружки и продуктов износа шлифовального круга на динамику ТС. При этом силовые 
параметры взаимодействия считаются неизменными. 
Силовой баланс для динамического представления ТС, с расчетной схемой 
приведенной на рисунке 2, с учетом (1)…(7) можно охарактеризовать в форме: 



























































Соотношения (8) характеризуют динамическое поведение ТС внутреннего 
шлифования с учетом отклонения формы инструмента и заготовки от номинальных 
(проектных) значений, текущих значений радиусов инструмента и заготовки. 
Для анализа динамических движений ТС в пространстве состояний целесообразно 
ее представление форме системы дифференциальных уравнений первого порядка, 





































 11 xy = , 23 xy = , 12 xy &= , 23 xy &= , )()( 121 ττ rr Δ−=ℜ , 12 ℜ=ℜ & . (10) 
и переписать в матричную форму: 
 Φℜ⋅+ℜ⋅+⋅+⋅= CCUBYAY nom& , (11) 



















































































































































 )()( 2,1,,1 ττ nomnomnom rr −=ℜ , nomnom ,1,2 ℜ=ℜ &  [ ]nomnomnom ,00 2,1 ℜℜ=ℜ ,  
 1)(2),(,1 ,ττ ΦΦΦ −=ℜ rr , ΦΦ ℜ=ℜ ,1,2 & ; [ ]ΦΦΦ ℜℜ=ℜ ,00 2,1 ,  
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Совместное решение уравнений (9) или (10) и системы (5) позволяет 
охарактеризовать поведение динамической системы ТС внутреннего шлифования с 
нежесткой схемой. 
На этапе проектирования ТП обычно отсутствуют данные об отклонениях форм 
инструмента и заготовки от номинальных (проектных значений), и вынужденно 
предполагается: 0)(,2 =Δ Φ τr  и 0)(,1 =Δ Φ τr , или, в обозначениях (12), 0=ℜΦ . 
При построении программного управления возможно использование общей 
динамической модели (10), (4), рассматриваемой при условии 0=ℜΦ и параметрами (11), т.е. 
 nomnomnomnom CUBYAY ℜ⋅+⋅+⋅=& , (13) 
На основании принципа суперпозиции можно разделить движения ТС в 
пространстве состояний на движения под действием ЧПУ и отклонения от 
программного движения, происходящие под действием возмущающих воздействий 
(например, отклонений форм инструмента и заготовки от номинальных и т.п.). При 
этом программные движения вычисляются как: 
 ΦΦΦΦ ℜ⋅+⋅+⋅= CUBYAY&  (14) 
Элементы в составе описаний (13) и (14) могут определяться как в (11). 
При нехватке вычислительных мощностей ЧПУ возможно применение 
упрошенной версии модели (13) – ее установившегося решения. Для этого в (8) 
необходимо положить все члены с производными по времени равными нулю и 
разрешить получаемую систему алгебраических уравнений. 
Приведенная динамическая модель и ее модификации могут служить основой для 
построения ЧПУ внутреннего шлифования с нежесткой схемой ТП, а также основой 
для построения подсистемы управления ТС по отклонению. 
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